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بازگشتيالگوريتم هاي 

 الگوريتم هاي بازگشتي:

فرايندي تكراري كه در آن ، يك الگوريتم خودش را فراخواني مي كند

مزايا:

كد نويسي كوتاه وراحت

معايب:

پفراخواني هاي مكرر ونياز به پشته

  مولا از نظر فضا وزمان بهينه نيستندمع

ك ل زگش زگش غ ا ا ل از ض بعضي از مسائل را مي توان هم به صورت غير بازگشتي وهم بازگشتي حل كرد

  براي اينكه بتوان از روش بازگشتي براي حل يك مسئله استفاده نمود، مسئله بايد قابليت
خرد شدن به زيرمسئله هايي از همان مسئله اصلي واندازه كوچكتر را داشته باشد



الگوريتم بازگشتي فاكتوريل
33

مساله :n! = n(n-1)(n-1)…(3)(2)(1)  كهn  .را محاسبه كنيد 1 = !0و  1
ورودي ها  :

 يك عدد صحيح و غير منفيn.

خروجي ها:
n!.n!.

int fact ( int n)
{

if ( n == 0)if ( n == 0)
return 1 ;

else
return n * fact ( n – 1) ;

}



چگونگي پيمايش تابع فاكتوريل  



چگونگي پيمايش تابع فاكتوريل  

:راه حل بازگشتي يك مسئله شامل دو مرحله كلي است 

شك ا الا از ا ئل ل ا اول مسئله را از بالا به پايين مي شكند.

سپس مسئله را از پايين به بالا حل مي كند.



الگوريتم بازگشتي فيبوناچي



چگونگي پيمايش تابع فيبوناچي    



چگونگي پيمايش تابع فيبوناچي    

لات:شكل ج ا تك ه حا محاسبه تكراري جملات:مشكل
پبرنامه نويسي پويا و استفاده از آرايه براي ذخيره جملات قبلي:راه وحل



)Hanoi Tower( برج هانوي مسئله

::تعريف مسئله تعريف مسئله 

..وتعدادي ديسك در ميله مبدا داريموتعدادي ديسك در ميله مبدا داريمCCو ميله مقصدو ميله مقصد  BB، ميله كمكي، ميله كمكيAAميله مبداميله مبدا__سه ميلهسه ميله

كمكي::دفدفهه ميله كمك با مقصد ميله به مبدا ميله از ها ديسك كمكيانتقال ميله كمك با مقصد ميله به مبدا ميله از ها ديسك زيرانتقال شرط دو زيربا شرط دو ::با ::با دو شرط زيربا دو شرط زيرانتقال ديسك ها از ميله مبدا به ميله مقصد با كمك ميله كمكيانتقال ديسك ها از ميله مبدا به ميله مقصد با كمك ميله كمكي::دفدفهه

    در هر زمان فقط يك ديسك را مي توان جابجا نموددر هر زمان فقط يك ديسك را مي توان جابجا نمود  .  .

    نبايد در هيچ زماني ديسكي بر روي ديسك با اندازه كوچكتر قرار بگيردنبايد در هيچ زماني ديسكي بر روي ديسك با اندازه كوچكتر قرار بگيرد..

ا ها ك د انتقال ا ت الگ ائه ا ا هدف ا اا ها ك د انتقال ا ت الگ ائه ا ا هدف ا كا ا ا ت كك ا ا ت تك تا ا ..استاستكمترين جابجايي ممكن كمترين جابجايي ممكن اما هدف ما ارائه الگوريتمي براي انتقال ديسك ها بااما هدف ما ارائه الگوريتمي براي انتقال ديسك ها با

، ابتدا بايد تمامي ديسك هاي كوچكتر  ، ابتدا بايد تمامي ديسك هاي كوچكتر  CCبه ميلهبه ميلهAAبراي جابجا كردن بزرگترين ديسك از ميلهبراي جابجا كردن بزرگترين ديسك از ميله

    CCبه ميله به ميله   AAپس از تمام شدن اين مرحله،ديسك بزرگ را از ميله پس از تمام شدن اين مرحله،ديسك بزرگ را از ميله ..منتقل شوندمنتقل شوند  BBبه ميله به ميله 

..منتقل مي كنيممنتقل مي كنيم  CCرا به ميله را به ميله BBتمامي ديسك هاي ميلهتمامي ديسك هاي ميلهAAمنتقل كرده ومجددا به كمك ميلهمنتقل كرده ومجددا به كمك ميله



برج هانوي حل بازگشتي مسئله

::پس براي حل بازگشتي مسئله برج هانوي به طور خلاصه داريم پس براي حل بازگشتي مسئله برج هانوي به طور خلاصه داريم 
اول اولمرحله مبداnn--11::مرحله ميله بالايي مبداديسك ميله بالايي ميله))AA((ديسك كمك به و شده ذكر شرايط با ميلهرا كمك به و شده ذكر شرايط با ميلهBBرا ميلهبه به مرحله اولمرحله اول::nn به ميلهبه ميلهBBرا با شرايط ذكر شده و به كمك ميلهرا با شرايط ذكر شده و به كمك ميله))AA((ديسك بالايي ميله مبداديسك بالايي ميله مبدا11

..منتقل مي شوندمنتقل مي شوند) ) CC((مقصد مقصد                                                                                                 
د دله دله ش نتقل د ق له ه دا له از ك د گت دز ش نتقل د ق له ه دا له از ك د گت ز بزرگترين ديسك از ميله مبدا به ميله مقصد منتقل مي شودبزرگترين ديسك از ميله مبدا به ميله مقصد منتقل مي شود::مرحله دوممرحله دوم..    
 مرحله سوم مرحله سوم : :nn--11  ديسك ميلهديسك ميلهB B    با كمك گرفتن از ميله با كمك گرفتن از ميلهAA  به ميله مقصد منتقل مي شوندبه ميله مقصد منتقل مي شوند  .  .

ديسك را به دو عمليات مشابه ولي با اندازه كمتر و يك  ديسك را به دو عمليات مشابه ولي با اندازه كمتر و يك    nnدر واقع توانستيم عمليات جابجا كردن در واقع توانستيم عمليات جابجا كردن 

كنيم تقسيم ساده كنيمعمليات تقسيم ساده ..عمليات ..عمليات ساده تقسيم كنيمعمليات ساده تقسيم كنيم

ازاز  عبارتستعبارتست  حاصلهحاصله  بازگشتيبازگشتي  رابطهرابطه::

T(n)T(n) == 22nn--11



برج هانوي حل بازگشتي مسئله



  هانويچگونگي فراخواني تابع 



چگونگي انتقال ديسك ها  



مسائلي از برج هاي هانوي

با باشند، 2 و 1 هاي ميله در ترتيب به زوج و فرد شماره ي با ديسك هاي هانوي برج در اگر  
شدنيست؟كاراينچگونهدهيمقرار3ميلهدرراديسكهاهمهخواهيمميحركتهاحداقل شدنيست؟ كار اين چگونهدهيمقرار3ميلهدرراديسك هاهمهخواهيمميحركت هاحداقل

كاهانهائلهداگ دداهالهتقانتقالا )13(ق     3 و 1(مقصد و مبداهايميلهبينمستقيمانتقال امكانهانويهايبرجمسئلهدراگر(  
است؟ چقدر 3 به 1 ميله از ها ديسك انتقال براي حركت ها حداقل نباشد،

  از امر ابتداي در هانوي هاي برج مسئله در اگر n ،ديسك n1 اول، ميله در ديسك n2 ديسك  
  3 به 1ميلهاز ها ديسكانتقالبرايحركت هاحداقل باشند،سومميلهدربقيهودومميله در

است؟ چقدر



حل روابط بازگشتيروش هاي 
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پيچيدگي زماني يك الگوريتم بازگشتي بوسيله يك معادله بازگشتي بيان مي شود

براي تعيين پيچيدگي زماني بايد معادله بازگشتي را حل نمود.

ازگشت ط وا حل :وشهاي روش هاي حل روابط بازگشتي:

 استفاده از استقراي رياضي)induction(

معادله مشخصه

تكرارجايگذاريروش و و تكرارجايگذاريروش

قضيه اصلي

 استفاده از توابع مولد و…
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حل روابط بازگشتي بوسيله استقرا  

                         معادله بازگشتيtn = tn-1 + 1 

:كه در آن

tn-1:تعداد ضرب ها در فراخواني بازگشتي

1 :عمل ضرب در بالاترين سطح
اوليه t0:شرط = 0 شرط اوليه:t0  0
با بررسي چند مقدار اول يك راه حل كانديدا بدست آوريد: حل رابطه بازگشتي

t1 = t0 + 1 = 0 + 1 = 11 0

t2 = t1 + 1 = 1 + 1 = 2
t3 = t2 + 1 = 2 + 1 = 3
…
tn = n

درستي راه حل كانديدا را با استقرا ثابت كنيد.



اثبات بوسيله استقراء
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براي : پايه استقراءn :داريم 0 =
t = 0t0 = 0

فرض كنيد براي يك عدد صحيح و مثبت : فرض استقراءn داريم:
t = ntn = n

بايد نشان دهيم كه: گام استقراء:

tn+1 = n + 1

tn+1 = t(n+1)-1 + 1 = tn + 1 = n + 1



حل روابط بازگشتي بوسيله استقرا  
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بازگشتي زير را در نظر بگيريد:
  t t forn n a powerof/ ,2 1 1 2

:چند مقدار اوليه عبارتند از


 








n nt t
t

forn n a powerof/ ,2

1

1 1 2

1
t2 = t2/2 + 1 = t1 + 1 = 1 + 1 = 2

t = t + 1 = t + 1 = 2 + 1 = 3t4  t4/2 + 1  t2 + 1  2 + 1  3

t8 = t8/2 + 1 = t4 + 1 = 3 + 1 = 4

t16 = t16/2 + 1 = t8 + 1 = 4 + 1 = 5

ك tز = lg n + 1 tn:                                                      حدس مي زنيم كه = lg n + 1
.حال، بوسيله استقراء حدس خود را بررسي مي كنيم
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اثبات بوسيله استقراء

nبراي  : پايه استقراء :داريم 1 =

t1 = 1 = lg 1 + 1

nفرض كنيد براي مقدار دلخواه : فرض استقراء :مي باشد داريم 2تواني از  nكه  2 <

tn = lg n + 1

ا تق ا :گام استقراء:گام

t2n = lg (2n) + 1

t2 = t(2 /2) + 1 = t + 1 = lg n + 1 + 1t2n  t(2n/2) + 1  tn + 1  lg n + 1 + 1 

= lg n + lg 2 + 1 

= lg (2n) + 1
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حل روابط بازگشتي بوسيله استقرا  

بازگشتي زير را در نظر بگيريد:




   








n nt t
t

n forn n a powerof/ ,22 1 1 2

0
:چند مقدار اوليه عبارتند از

t1 0

t2 = 2t2/2 + 2 – 1 = 2t1 + 1 = 1

t4 = 2t4/2 + 4 – 1 = 2t2 + 3 = 5

t8 = 2t8/2 + 8 – 1 = 2t4 + 7 = 17

t 2t + 16 1 2t + 15 49t16 = 2t16/2 + 16 – 1 = 2t8 + 15 = 49

.چون راه حل كانديداي واضحي وجود ندارد، نمي توان از استقراء استفاده نمود  



حل روابط بازگشتي بوسيله معادله مشخصه
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يك رابطه بازگشتي به شكل زير: رابطه بازگشتي خطي همگن

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = 0

.با ضرايب ثابت ناميده مي شود خطي همگنثابت مي باشند، يك رابطه بازگشتي  aiو جملات  kكه در آن 

 7 tn - 3 tn-1 = 0

 6 tn - 5 tn-1 + 8 tn-2 = 0

 8 tn - 4tn-3 = 0

(Fib i ) 0 (Fibonacci sequence): tn = tn-1 + tn-2 =>   tn - tn-1 - tn-2 = 0



معادله مشخصه
2222

معادله مشخصه رابطه بازگشتي خطي همگن با ضرايب ثابت به صورت زير

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k=0

:برابر است با 

a0 rk+ a1 rk-1 +…+ ak r0 =0

معادله مشخصه رابطه بازگشتي زير را تعيين كنيد: مثال:

5 tn - 7 tn-1 + 6 tn-2 = 0

2 6 05r2 – 7r + 6 = 0



B.1قضيه 
2323

فرض كنيد رابطه بازگشتي خطي همگن با ضرايب ثابت زير داده شده است:

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = 0
:اگر معادله مشخصه آن كه به صورت زير مي باشد ب ي زير ور ب ن ر

a0 rk+ a1 rk-1 +…+ ak r0 = 0
باشد، آنگاه تنها حل رابطه بازگشتي به صورت زير مي   r1, r2, r3, …, rkريشه متمايز  kداراي 
:باشد ش ب

tn = c1 r1
n + c2 r2

n +…+ ck rk
n

.ثابت هاي دلخواهي مي باشندciكه در آن جملات ج ن بiر ي ي و ي ب
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حل روابط بازگشتي بوسيله معادله مشخصه

مثال:
   


 n n nt t t for n3 4 0 11 2

 










n n n

t
t

0

1

1 2

0

t 11

r2 – 3r – 4 = 0  (r – 4)(r + 1) = 0  r = 4, -1

tn = c14n + c2(-1)n

t0 = c140 + c2(-1)0 = 0

t = c 41 + c ( 1)1 = 1

c1 + c2 = 0

4c c = 1

c1 = 1/5

c = 1/5

t = 1/5(4n) -1/5(-1)n

t1 = c141 + c2(-1)1 = 1 4c1 - c2 = 1 c2 = -1/5

tn  1/5(4 ) -1/5(-1)



2525

حل روابط بازگشتي بوسيله معادله مشخصه

دنباله فيبونانچي : مثال:


   




 n n nt t t
t

for n1 2 0 1

0 









t
t

0

1

0

1 r2 –r – 1 = 0  r = (1 + 5)/2,  r = (1 - 5)/2)
nn

n cct 
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B.2قضيه 
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فرض كنيد كهrتعدديك ريشه باm از معادله مشخصه يك رابطه بازگشتي

:آنگاه تمامي جملات زير. خطي همگن با ضرايب ثابت باشد

tn = rn , tn = nrn , tn = n2rn , tn = n3rn , …, tn = nm-1rn

بنابراين بازاء هر يك از اين جواب . راه حلي براي رابطه بازگشتي مي باشند

.ها، يك جمله در راه حل عمومي رابطه بازگشتي گنجانده مي شود
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حل روابط بازگشتي بوسيله معادله مشخصه

 مثال  :
    







  n n n nt t t t
t

for n7 15 9 0 2

0
1 2 3
















t
t
t

0

1

2

0

1

2t 22

r3 –7r2 + 15r - 9 = 0   (r – 1)(r – 3)2 = 0  r = 1, r = 3

tn = c11n + c23n + c3n3n

t0 = c110 + c230  + c3(0)(30)= 0

t1 = c111 + c231 + c3(1)(31) = 1

c1+ c2                       = 0

c1 + 3c2 +  3c3 = 1

c1 = -1

c2 = 1

t2 = c112 + c232 + c3(2)(32) = 2 c1 + 9c2 + 18c3 = 2 c3 = -1/3

tn = (-1)1n + (1)3n + (-1/3)(n3n) = -1 + 3n – n3n - 1
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حل روابط بازگشتي بوسيله معادله مشخصه

 مثال  :
    




  n n n nt t t t for n5 7 3 0 21 2 3















t
t
t

1

2

3

0

1


t 32

r3 –5r2 + 7r - 3 = 0   (r – 1)2 (r – 3) = 0  r = 1, r = 3( ) ( )

tn = c13n + c21n + c3n1n

t0 = c130 + c210  + c3(0)(10)= 1

t1 = c131 + c211 + c3(1)(11) = 2

c1+ c2                   = 1

3c1 + c2 + c3 = 2

c1 = 0

c2 = 1t1 c13 c2 c3( )( )

t2 = c132 + c212 + c3(2)(12) = 3 

3c1  c2   c3  2

9c1 + c2 + 2c3 = 3 

c2  1

c3 = 1

tn = 0(3n )+ 1(1n )+ 1(n1n) = n + 1



روابط بازگشتي غير همگن
2929

يك رابطه به شكل زير:

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = f(n)

يك تابع غير صفر مي باشد، يك رابطه  f(n)ثابت مي باشند و  akو جملات  kكه در آن  

.با ضرايب ثابت نام دارد غير همگنبازگشتي خطي 



B.3قضيه : يك مورد خاص و متداول
3030

رابطه بازگشتي غير همگن زير:

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = bnp(n)

مي باشد، مي تواند به   dاز درجه  nيك چند جمله اي برحسب  p(n)يك ثابت و  bكه در آن 

:يك رابطه بازگشتي خطي همگن كه معادله مشخصه آن به صورت زير مي باشد، تبديل شود

(a0 rk+ a1 rk-1 +…+ ak r0)(r - b)d+1 = 0

وجود داشته باشد، بازاء هر كدام يك  bnp(n)اگر در سمت راست بيش از يك جمله مانند

.جمله به معادله مشخصه اضافه مي شود و ي ب ج



مثال: حل روابط بازگشتي
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مثال:

t 3t = 4ntn – 3tn-1 = 4n

b = 4 p(n) = 1= n0b  4 , p(n)  1  n
(r – 3)(r – 4)0+1 = 0 

مثال:

tn – 3tn 1 = 4n(8n + 7)tn 3tn-1  4 (8n  7)

b = 4 p(n) = 8n1 + 7b  4, p(n)  8n + 7
(r – 3)(r – 4)1+1 = 0
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مثال: حل روابط بازگشتي

مثال:
   


n n

nt t n for n3 2 1 11 4 ( )

 





n nt t
t
t

f

0

12

1

0

4 ( )

t 121

( 3)( 4)1+1 0 ( 3)( 4)2 0 3 4 4(r – 3)(r – 4)1+1 = 0  (r – 3)(r – 4)2 = 0  tn = c13n + c24n + c3n4n

t2 – 3t1 = 42(2 * 2 + 1)  t2 = 3*12 + 80 = 116

tn = 20(3n) – 20(4n) + 8n4n
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مثال: حل روابط بازگشتي

   

 n nt t n for n1 1 0

مثال:





t 0 0

( 1)( 1)1+1 0 ( 1)3 0

bnp(n) = n – 1 = 1n(n1 – 1)  b = 1, d = 1

(r – 1)(r – 1)1+1 = 0  (r – 1)3 = 0

 tn = c11n + c2n1n + c3n21n  tn = c1 + c2n + c3n2

t1 = t0 + 1 – 1 = 0 + 0 = 0

n 1 2 3 n 2 3

t2 = t1 + 2 – 1 = 0 + 1 = 1

t = n(n – 1)/2tn  n(n 1)/2
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مثال: حل روابط بازگشتي

   



nt t n for n12 2 1
مثال:








n nt t

t
f1

1

2 2
0

n = (1n)n1 2n = (2n)n0

d d

n = (1n)n1 2n = (2n)n0

b b

(r – 1)1+1 (r – 2)0+1

(r – 2)(r – 1)2(r – 2) = (r – 2)2(r – 1)2



تغيير متغير
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  تغيير متغير مي تواند يك رابطه بازگشتي را به يك رابطه جديد تبديل كند كه در شكلي
قضيه توسط كه Bباشد گردد3 حل قابل .قابل حل گرددB.3باشد كه توسط قضيه

مثال:


  


T n T

n
for n n a power of( ) ( ) ,

2
1 1 2





T( )

2
1 1

nkn

k
k

k

k

1)2(1)2()2(

lg2

1



Tt

TTT

k
k

kk

)2(

1)2(1)
2

2()2( 1



 

nnTnccnTkccT

kccttttt
k

kkkkk

k

lg1)(lg)()2(

11
)(

2111



 

nnTnccnTkccT lg1)(lg)()2( 2121 
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حل روابط بازگشتي به روش تغيير متغير


   



T n T

n
n for n n a power of( ) ( ) ,2

2
1 1 2

مثال:





T( )

2
1 0

l2 kk

12)2(212)
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2(2)2(

lg2

1 
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)2(
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321
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)1(lg)(  nnnnT
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حل روابط بازگشتي به روش تغيير متغير

مثال:

   



T n T

n n
for n n a power of( ) ( ) ,7

2
18

2
1 2

2 







f p f

T

( ) ( ) ,

( )
2 2

1 0

211 )2(18)2(7)2(
lg2

TT
nkn

kkk

k






121 )18(47)4(187)2(187

)2(
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حل روابط بازگشتي به روش جايگذاري و تكرار

فرمول در و داده بسط اصلي فرمول اساس بر تكراري بطور را راست سمت مدام روش در  
برسيمكليمنطقيكبهتاشودميتكرارمرحلهچندتاكارايندهيمميقراراصلي


  


 n nt t n for n1 1 مثال:

 .برسيم كليمنطقيكبهتاشودميتكرار مرحلهچندتاكاراين.دهيمميقراراصلي
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حل روابط بازگشتي به روش جايگذاري و تكرار

مثالي ديگرمثالي ديگردودو::
ض ضف n=n=22kkف n=n=22kkفرضفرض



حل روابط بازگشتي با استفاده از قضيه اصلي  

 بطوريكه بگيريد نظر در را                                               فرم با بازگشتي روابط
  a وbوباشندمثبتياعدادf(n)از تابعيnآنگاهباشد: 

nfbnaTnT )()/()( 
يو )وبب ي( بزب



حل روابط بازگشتي با استفاده از قضيه اصلي  

    11  مثالمثال::nnTnT  )3/(9)(
a b f n n

n n f n O n

  

  

9 3
3 39 2 9 1
, , ( )

, ( ) ( )log log Case T n n1 2 ( ) ( )g(n) = ∈∈


1)3/2()(  nTnT
22مثالمثال::

g(n) =

a b f n

n n f n

  

  

1, 3 2 1

13 2 1 0
/ , ( )

( ),log / ∈∈ Case T n n2 ( ) (log )

33مثالمثال::

g(n) n n f n1 ( ),

( ) ( / ) l
Case 3

C 3

( ) ( g )

33لل
( ) 3 ( / 4) logT n T n n n 

3, 4, ( ) loga b f n n n  
af(n/b)= ( n ) ( n ) n n=cf(n)3

4 4
3
4

3

Check 

log log

Case     3

4 4log 3 log 30.793, ( ) ( )n n f n n   g(n) = ∈∈ c= n

T n n n

3
4

for and sufficiently large ,

( ) ( log )  



حل روابط بازگشتي با استفاده از قضيه اصلي  

  روابط بازگشتي زير را حل نماييدروابط بازگشتي زير را حل نماييد::

      3)2/(6)( nnTnT 

    

 nnnTnT log)3/(27)( 3

2)2/(6)( nnTnT 

    

 nnnTnT log/)3/(27)( 3

nnnTnT log)3/(27)( 

    

    

g)()(

!log)7/(7)( nnTnT 



نتيجه گيري

  روش حدس و استقرا حد پايين و بالاي سست ايجاد كرده و سپس اين شكاف را بهبود مي  روش حدس و استقرا حد پايين و بالاي سست ايجاد كرده و سپس اين شكاف را بهبود مي

..استاستهمچنين جايگذاري و تكرار، روشي زمانگير است اما مستدلهمچنين جايگذاري و تكرار، روشي زمانگير است اما مستدل. . بخشدبخشد

درخت يا اصل قضيه با توان م را فرم با بازگشت درختروابط يا اصل قضيه با توان م را فرم با بازگشت nfbnaTnTروابط )()/()(        روابط بازگشتي با فرم                                                  را مي توان با قضيه اصلي يا درخت  روابط بازگشتي با فرم                                                  را مي توان با قضيه اصلي يا درخت

.  .  بازگشت حل نمودبازگشت حل نمود

nfbnaTnT )()/()( 

      روابط بازگشتي با فرم                                                                                       را مي توان با  روابط بازگشتي با فرم                                                                                       را مي توان با

گگ

nfbnTabnTanT nn )()/(...)/()( 11 

. . درخت بازگشت حل نموددرخت بازگشت حل نمود

      روابط بازگشتي با فرم                                                                                         را مي توان با  روابط بازگشتي با فرم                                                                                         را مي توان باnfbnTabnTanT nn )()(...)()( 11 

..روش حل معادلات همگن و ناهمگن حل نمودروش حل معادلات همگن و ناهمگن حل نمود

f )()()()(

  تغيير متغيير در موارد زيادي مي تواند راهگشا باشدتغيير متغيير در موارد زيادي مي تواند راهگشا باشد..


