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بخش اول

كارايي ، تحليل و مرتبه الگوريتم ها، 

نمادهاي مجانبي



تعريف الگوريتم

 هاست كه اگر به ترتيب دنبال شوند، موجب حل   اي از دستورالعمل توان گفت الگوريتم مجموعه ن ساده ميزبابه

ترتيب مراحل و شرط خاتمه عمليات بايد كاملا مشخص باشد. گردند مسأله مي

 هر الگوريتمخصوصيات:

مي تواند ورودي داشته باشد يا نداشته باشد: ورودي

حداقل بايد داراي يك خروجي باشد: خروجي.

 است) توالي(داراي ترتيب.

بدون ابهام مي باشد.( واضح و صريح است.(

محدود است.

 منظور از طراحي الگوريتم كشف الگوريتم، ايجاد، تعيين اعتبار، آناليز و ارزيابي الگوريتم براي يك   :طراحي الگوريتم

.  باشد مسأله مي

 از آناليز الگوريتم اين است كه پارامترهاي زمان محاسبه و حافظه مورد نياز براي محاسبه   منظور : آناليز الگوريتم

هاي مختلف را براي يك مسأله خاص با يكديگر مقايسه كرد الگوريتم به دست آيد تا بتوان، الگوريتم
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هدف از مطالعه درس طراحي الگوريتم

 وجود دارد الگوريتمبه طور معمول براي حل يك مسئله مشخص بيش از يك.

 مي باشند كاراتربرخي از اين الگوريتم ها از بقيه.

الگوريتمي انتخاب مي شود كه بيشترين كارايي را داشته باشد.

چه مواردي را بايد بررسي كنيم:

 است يا خير؟ درستآيا الگوريتمي كه ارائه مي شود

 مي شوند؟ مقايسهچگونه الگوريتم هاي مربوط به يك مسئله

 كارايي(efficiency) هر الگوريتم چگونه تعيين مي شود؟

 داريمتحليل الگوريتم ها براي اين كار نياز به  .

مطالعه الگوريتم ها
طراحي الگوريتم۱)

اثبات درستي يا معتبر سازي الگوريتم۲)

بيان يا پياده سازي الگوريتم ۳)

تحليل الگوريتم٤)

4و  1: بحث ما در اين درس 
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تعريف مسئله

سؤالي كه به دنبال پاسخ آن هستيم: مسئله.

 مسئله(A) : سازي يك ليست مرتبS  متشكل ازn عدد به ترتيب غير نزولي  .

 دنباله مرتب از پاسخn عدد مي باشد.

 

مسئله(B) : اينكه آيا عدد تعيينx  در ليستS  متشكل ازn در صورت . عدد وجود دارد يا خير

.خواهد بود” خير“و در غير اين صورت پاسخ برابر با ” بله“وجود پاسخ 
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پارامترهاي مسئله



نمونه مسئله

مي باشندمسائلي كه شامل پارامترها هستند بيانگر كلاسي از مسائل.

هر انتساب خاصي از مقادير به پارامترها: نمونه مسئله

پاسخ سؤال پرسيده شده توسط مسأله در آن نمونه مسئله: راه حل يك نمونه مسأله

 مسالهA      

نمونه :S nو  [8 ,13 ,5 ,11 ,7 ,10] = = 6

[13 ,11 ,10 ,8 ,7 ,5]: راه حل

 مسالهB

نمونه :S nو  [8 ,13 ,5 ,11 ,7 ,10] = xو  6 = = 5

بله، «: راه حلx  درS وجود دارد«

  چنانچه الگوريتمي بتواند براي هر نمونه از ورودي، خروجي درست را توليد كند و متوقف شود، آن

.است (correct)درست الگوريتم  

چناچه نرخ خطاي الگوريتم هاي نادرست قابل كنترل باشد مي توان از آنها نيز استفاده كرد.
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مراحل حل يك مسأله

تعريف و بيان مسأله و فهم كامل آن -1

)بررسي كليه روش هاي حل مسأله(تشخيص و تدوين يك مدل براي حل مسأله فوق  -2

طراحي الگوريتم بر اساس مدل انتخاب شده -3

بررسي و ارزيابي صحت الگوريتم -4

تحليل الگوريتم و ارزيابي پيچيدگي آن -5

پياده سازي الگوريتم با استفاده از زبان هاي برنامه سازي -6

تست برنامه -7

مستندسازي -8
:روش هاي حل مساله 

 روش تقسيم و حل)Divide & Conquer(

 روش حريصانه)Greedy(

 روش برنامه نويسي پويا)Dynamic Programming(

 روش بازگشت به عقب)Back Tracking(

 روش شاخه و حد)Branch & Bound(
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بيان الگوريتم

.  براي الگوريتم هاي آسان و كوچك) فارسي يا انگليسي(تشريح الگوريتم توسط يك زبان طبيعي  -1

 يك الگوريتم براي مسالهB

را پيدا كني xمقايسه كن تا اينكه   Sرا با هريك از عناصر  x، به ترتيب Sبا شروع از اولين عنصر 

.را توليد كن »خير«و در غير اين صورت پاسخ  »بله«پيدا شد، پاسخ  xاگر . برسي Sو يا به آخر ليست              

 نوشتن الگوريتم ها به زبان طبيعيمعايب

مشكل بودن نوشتن و درك الگوريتم هاي پيچيده

مشكل بودن ترجمه آن به يك زبان برنامه نويسي

)براي الگوريتم هاي آسان و كوچك(نمايش گرافيكي الگوريتم توسط فلوچارت  -2

.و پاسكال دارد Cكه شباهت زيادي به زبان هاي ) Pseudo Code(نمايش با استفاده از شبه كد  -3
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:  جستجوي ترتيبي  1-1الگوريتم   ◄

)نباشد خروجي صفر مي باشد Sدر  xاگر (كليد قرار دارد؟  nبا  Sدر آرايه  xآيا كليد  :مساله

): پارامتر ها( ورودي ها

  عدد صحيح و مثبتn ،

 آرايهS  تا  1از كليدها با انديسn  

  كليدx

:  خروجي ها

Location )مكان x  درS(

void seqsearch ( int n,
const keytype S [ ],
keytype x,
index& location )

{
location = 1 ;
while ( location <= n && S [location] != x)

location++ ;
if ( location > n)

location = 0 ;
}

جستجوي ترتيبي 



++Cتفاوت هاي شبه كد با 

نحوه استفاده از آرايه ها

 درC++ فقط مجاز به استفاده از انديس هاي صحيح با شروع از صفر هستيم.

 در شبه كد هر جا كه لازم باشد از آرايه هايي استفاده مي كنيم كه انديس آنها در بازه ديگري از

.اعداد صحيح قرار مي گيرد و يا انديس آنها اصلا اعداد صحيح نيستند

در شبه كد طول آرايه اي دو بعدي را هنگام ارسال به زير برنامه ها متغير در نظر مي گيريم  .

)4-1مانند الگوريتم (

مثال. در شبه كد مي توانيم آرايه هاي محلي با طول متغير تعريف كنيم:

void example ( int n )

{

keytype S [2..n]

…

}



  در شبه كد هر گاه بتوانيم، مراحل را با وضوح بيشتر با استفاده از روابط رياضي و توضيحات انگليسي

:مثال. نشان مي دهيم

if ( low ≤ x ≤ high ) { …     } 

exchange x and y ;
 در شبه كد از انواع داده اي زير كه درC++ تعريف نشده اند استفاده مي كنيم:

ساختار كنترلي غير استاندارد:
repeat ( n times) { …}

++Cتفاوت هاي شبه كد با 

معني نوع داده اي

.متغير صحيحي كه به عنوان انديس به كار مي رود index

تعريف كرد (real)و يا حقيقي (int)متغيري كه مي توان آن را به عنوان عدد صحيح  number

را بپذيرد falseو  trueمتغيري كه مي تواند مقادير  bool

متغيري كه مقدارش از يك مجموعه مرتب انتخاب مي شود keytype



جمع نمودن عناصر آرايه

جمع نمودن عناصر آرايه 2-1الگوريتم  ◄

.را با هم جمع كنيد Sعنصري  nتمام اعداد موجود در آرايه  :مساله

  :ورودي ها

 عدد صحيح و مثبتn ،

 آرايهS  تا  1با انديسn.

  :خروجي ها

sum ،) حاصل جمع اعداد موجود در(S.

number sum( int n, const number S [ ] )
{

index i ;
number result ;

result = 0 ;
for ( i = 1; i <= n; i++)

result = result + S [i] ;
return result ;

}



مرتب سازي تعويضي

مرتب سازي تعويضي 3-1الگوريتم  ◄

.كليد را به ترتيب غير نزولي مرتب كنيد n : مساله

  :ورودي ها

 عدد صحيح و مثبتn ،

 آرايهS  تا  1از كليد ها با انديسn.

  :خروجي ها

 آرايهS  حاوي كليدها

به ترتيب غير نزولي.

void exchangesort ( int n, keytype S [ ] )

{

index i, j ;

for ( i = 1; i <= n - 1; i++)

for ( j = i + 1; j <= n; j++)

if ( S [j] < S [i] )

exchange  S [i], S [j];

}    



ضرب ماتريس ها

ضرب ماتريس ها 4-1الگوريتم  ◄

nحاصل ضرب دو ماتريس  :مساله x n را تعيين كنيد.

  :ورودي ها

 عدد صحيح ومثبتn ،

 آرايه هاي دو بعديA  وB 

A,B تا  1با انديسn.

  :خروجي

از اعداد،  Cآرايه دو بعدي 

void matrixmult ( int n, const number A [ ][ ],

const number B [ ][ ],

number C [ ][ ] )

{

index i, j, k ;

for ( i = 1; i <= n; i++)

for ( j = 1; j <= n; j++)

C [ i ] [ j ] = 0 ; 

for ( k = 1; k <= n; k++)

C [ i ] [ j ] = C [ i ] [ j ] + A [ i ] [ k ] * B [ k ] [ j ] ;

}



جستجوي دودويي

جستجوي دودويي 5-1الگوريتم  ◄

)نباشد صفر مي باشد Sدر  xاگر .(يا خير كليد قرار دارد nبا  Sدر آرايه مرتب  xتعيين كنيد آيا   :مساله

  :ورودي ها

 عدد صحيح و مثبتn ،

  آرايه مرتبS 

 تا 1غيرنزولي با انديسn

 كليدx

:خروجي ها

location ) مكانx  در(S

void binsearch ( int n, const keytype S [ ],  keytype x, index& location )
{

index low, high, mid ;

low = 1 ;   high = n ;
location = 0 ;
while ( low <= high && location == 0) {

mid =  ( low + high ) / 2  ;
if ( x == S [mid]

location = mid ;
else if ( x < S [mid] )

high = mid – 1 ;
else

low = mid + 1 ;
}

}



مقايسه دو الگوريتم جستجو

 عنصري 32با فرض داشتن آرايه
15

 Linear search:

 Binary search:

مقايسه در بدترين حالت 32

اندازه آرايه تعداد مقايسه هاي انجام شده توسط 
lg)جستجوي دودويي n +1)  

هاي انجام شده توسط جستجوي  تعداد مقايسه
  (n)ترتيبي

128 8 128

1024 11 1024

1048576 21 1048576

4294967294 33 4294967294

به طور كلي
جستجوي ترتيبي  :n
اگر ( جستجوي دودوييn  باشد 2تواني از(  :lgn + 1



اُم فيبونانچي nجمله  6-1الگوريتم  ◄

.اُم از دنباله فيبونانچي را تعيين كنيد nجمله  :مساله

  :ورودي ها

 يك عدد صحيح و غير منفيn.

:خروجي ها

 جملهn اُم از دنباله فيبونانچي.

دنباله فيبونانچي

int fib ( int n)
{

if ( n <= 1)
return n ;

else
return fib ( n – 1) + fib ( n - 2) ;

}



)بازگشتي(امُ فيبوناچي  nالگوريتم جمله 

fib(5)

fib(3) fib(4)

fib(1) fib(2)

fib(0) fib(1)

fib(2) fib(3)

fib(1) fib(2)

fib(0) fib(1)

fib(0) fib(1)

n تعداد جملات محاسبه شده
0 1

1 1

2 3

3 5

4 9

5 15

6 25

محاسبات تكراري: علت ناكارآيي

.سه بار محاسبه شده است fib(2)مثلا در اين مثال •



تعداد جملات محاسبه شده

 هر بار كهn  2واحد افزايش مي يابد، تعداد جملات محاسبه شده بيش از  2به اندازه 
:برابر افزايش مي يابد، يعني

 T(n) > 2 * T(n - 2) > 2n/2 when n ≥ 2

 T(n) > 2 * T(n - 2)

> 2 * 2 * T(n - 4)

> 2 * 2 * 2 * T(n – 6)

…

> 2 * 2 * … * 2 * T(0) = 2n/2

اثبات بوسيله استقراء



اثبات بوسيله استقراء

پايه استقراء:

T(2) = 3 > 2 = 22/2  

T(3) = 5 > 2.83 ≈ 23/2

فرض استقراء:

T( m) > 2m/2 , 2 ≤ m < n

گام استقراء:

T( n) = T( n - 1) + T( n - 2) + 1

> 2(n – 1) / 2 + 2(n – 2) / 2 + 1

> 2(n – 2) / 2 + 2(n – 2) / 2 = 2 * 2(n – 2) / 2 = 2n / 2



)تكراري(ام فيبوناچي nمحاسبه جمله 

)تكراري(اُم فيبونانچي  nجمله      7-1الگوريتم  ◄

.اُم از دنباله فيبونانچي را تعيين كنيد nجمله  :مساله

  :ورودي ها

.nيك عدد صحيح و غير منفي 

:خروجي ها

  fib2 ،

.اُم از دنباله فيبونانچي nجمله 

int fib2 ( int n)
{

int f [0 . . n] ;
f [0] = 0 ;
if ( n > 0) {

f [1] = 1 ;
for ( i = 2; i <= n; i++)

f [i] = f [i -1] + f [i – 2] ;
}
return f [n] ;

}



مقايسه دو الگوريتم فيبوناتچي

 نانوثانيه 1با فرض محاسبه هر جمله در مدت  
Note:      1 μs  = 10-6 s

1 ns  = 10-9 s

n   روش
تكراري
(n+1)

روش بازگشتي
(2n/2)

زمان اجراي تكراري زمان اجراي بازگشتي

40 41 1,048576 41ns 1048 μs
60 61 1.1*109 61ns 1 s

100 101 1.1*1015 101ns 13 days
120 121 1.2*1018 121ns 36 years
160 161 1.2*1024 161ns 3.8*107 years
200 201 1.3*1030 201ns 4*1013 years



تحليل الگوريتم ها

 هدف از تحليل الگوريتم ها:

 قبل از پياده سازي حافظه مصرفيو مقدار  زمان اجرابررسي رفتار الگوريتم از نظر

مقايسه الگوريتم ها از نظر كارآيي

 عوامل موثر در زمان اجراي يك برنامه:

سرعت سخت افزار

 بهينگي كد مقصد( نوع كامپايلر(

 بهينگي كد منبع( برنامه نويس(

اندازه ورودي

تركيب داده هاي ورودي

پيچيدگي الگوريتم

تركيب داده هاي  . مهمترين عامل، پيچيدگي الگوريتم مي باشد كه خود تابعي از اندازه ورودي مي باشد

.ورودي را نيز مي توان با محاسبه پيچيدگي در حالت هاي مختلف در نظر گرفت

Time complexity 

Space complexity



  پيچيدگي فضا)Space Complexity:(

باشد مورد نياز از اجرا تا تكميل الگوريتم مي  ظهميزان حاف.

 حاصل جمع فضاي مورد نياز متغيرها، آرايه ها ، پشته ها و كليه ساختمان داده هاي  به

مورد نياز و همچنين فضاي ذخيره كد برنامه  در حافظه ، پيچيدگي فضاي الگوريتم گفته  

.مي شود

 بايد بر حسبn )سنجيده شود) تعداد ورودي ها  .

 كد زير؟ فضايپيچيدگي

for ( i = 1 ; i < = n ; i + + )   a + + ;

O(1) مي باشد.

 اگر پيچيدگي فضاي يك الگوريتم بهn  وابسته نباشد،  پيچيدگي آن را ثابت فرض كرده و از

.مي دانيم O(1)مرتبه 

تحليل الگوريتم ها



 پيچيدگي زمان تحليل)Time Complexity  :(

 كارآيي بر حسب زمانمحاسبه

مستقل از كامپيوتر، زبان برنامه نويسي، برنامه نويس و تمامي جزئيات الگوريتم

 اندازه وروديبر حسب ...)  مقايسه، جمع، ضرب و ( عمليات اصليمحاسبه تعداد دفعات اجراي  

 براي تحليل پيچيدگي يك الگوريتم تابعي به نامT(n)  درنظر مي گيريم كه در آنn اندازه ورودي مي باشد. 

در بسياري از الگوريتم ها يافتن ميزاني منطقي از اندازه ورودي آسان است، مثال:

 جستجوي ترتيبي(  1-1الگوريتم(

 محاسبه مجموع عناصر آرايه(  2-1الگوريتم(

 مرتب سازي تعويضي(  3-1الگوريتم(

 جستجوي دودويي(  5-1الگوريتم  (

 اندازه ورودي ←) ضرب ماتريس ها(  4-1الگوريتم :nتعداد سطر ها و ستون ها ،

در برخي از الگوريتم ها بهتر است اندازه ورودي را برحسب دو عدد بسنجيم:

 اگر ورودي الگوريتم يك گراف باشد، ورودي را برحسب تعداد رئوس)n( وتعداديالها(m) مي سنجيم

تحليل الگوريتم ها

، تعداد عناصر آرايهn: اندازه ورودي ← 



عمليات اصلي

دستور يا مجموعه اي از دستورات به طوري كه كل كار انجام شده توسط الگوريتم، تقريبا  :عمل اصلي

.متناسب با تعداد دفعات اجراي اين دستور يا مجموعه دستورات باشد

جستجوي دودويي( 5-1و الگوريتم ) جستجوي ترتيبي( 1-1الگوريتم : مثال(

 در هر باز گذر از حلقه عنصرx  با يك عنصر ازS مي شود مقايسه.

 هر مقدار از را به ازاي عمل اصلي با تعيين اينكه هر يك از اين الگوريتم ها چند بار اينn   انجام مي
.دهند، مي توان كارآيي اين دو الگوريتم را مقايسه نمود

تحليل پيچيدگي زماني  :

تعيين تعداد دفعاتي كه عمل اصلي به ازاي هر مقدار از اندازه ورودي انجام مي شود.

انتخاب عمل اصلي بيشتر بر اساس تجربه و داوري انجام مي شود.

در برخي موارد ممكن است بخواهيم دو عمل اصلي متفاوت را در نظر بگيريم.

توانند عمل اصلي باشندهر يك به تنهايي مي ،مقايسه و انتساب: مرتب سازي.
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 عمل اصلي همواره به ازاي  )جمع نمودن عناصر آرايه(  2-1در برخي موارد مانند الگوريتم ،

:در چنين مواردي. به يك ميزان انجام مي شود nيك نمونه 

T(n)  = تعداد دفعاتي كه الگوريتم عمل اصلي را بازاء يك نمونهn انجام مي دهد

 در برخي موارد ديگر، تعداد دفعات اجراي عمل اصلي نه تنها به اندازه ورودي بلكه به مقادير

ورودي نيز بستگي دارد

با اندازه ورودي برابر (جستجوي ترتيبي : مثالn(

 اگرx 1= تعداد مقايسه ها :  در اولين مكان آرايه باشد

 اگرx تعداد مقايسه ها :  در آرايه نباشد =n

هر اندازه نمونه  يعمل اصلي همواره به ازاnبه تعداد دفعات يكساني انجام مي گيرد ،.

تحليل پيچيدگي در حالات مختلف



 بهترين حالتB(n)

حالتي كه الگوريتم مي تواند سريعترين زمان اجرا را داشته باشد.

كران پايين زمان اجرا است.

 بدترين حالتW(n)

حالتي كه زمان اجراي الگوريتم هرگز از آن بيشتر نخواهد شد.

كران بالاي زمان اجرا است.

جهت مقايسه بين الگوريتم ها به طورمعمول از اين تابع استفاده ميشود.

حالت ميانگين A(n)

براي تحليل آن نياز به در نظر گرفتن توزيع هاي مختلف مقادير ورودي مي باشد.

محاسبه آن مشكل است.
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تحليل پيچيدگي در حالات مختلف



فرمول هاي سري
28



فرمول هاي توابع لگاريتمي
29
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n
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)Exponential(خصوصيات توابع نمايي
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تحليل پيچيدگي زماني الگوريتم جستجوي خطي
31

 جستجوي خطي(linear search)

تعداد مقايسه: عمل اصلي

تعداد عناصر آرايه : اندازه وروديn

وقتي كه عنصر مورد نظر در اولين خانه باشد: بهترين حالت

وقتي كه عنصر مورد نظر در آرايه موجود نباشد: بدترين حالت

حالت متوسط :

 فرض مي كنيم كه  )1حالتx  درS وجود دارد

 عناصرS همگي متمايز مي باشند

 احتمال وجودx  در همه مكانهاي آرايه يكسان است(1/n)
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 ممكن است كه  )2حالتx  درS نباشد

 فرض مي كنيم كه احتمال وجودx  درS  برابرp باشد

 عناصرS همگي متمايز مي باشند

 به شرط وجودx  درS احتمال وجود ،x  در همه مكانهاي آرايه يكسان است(p/n)
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تحليل پيچيدگي زماني الگوريتم جستجوي خطي



:مرتب سازي تعويضي تحليل پيچيدگي زماني الگوريتم 

مقايسه   :عمل اصليS[j]  وS[i]

اندازه ورودي:  nتعداد عناصر آرايه كه بايد مرتب شوند ،.

تحليل پيچيدگي:
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تحليل پيچيدگي زماني

:ضرب ماتريس هاتحليل پيچيدگي زماني الگوريتم 

دستور ضرب در داخلي ترين حلقه   :عمل اصليfor

اندازه ورودي:  nتعداد سطرها و ستون ها ،

3:تحليل پيچيدگي
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INSERTION-SORT (A, n)        ⊳ A[1 . . n]
      c1:     for j ←2 to n

{
              //Insert a[j] into the sorted sequence a[1..j-1]

c3:     do key ← A[ j] 
c4:      i ← j –1
c5:      while i > 0 and A[i] > key

{
c6:           do A[i+1] ← A[i]
c7            i ← i –1

}
c8:         A[i+1] = key

}

i

A:

sorted key

nj1

مرتب سازي درجيتحليل پيچيدگي زماني الگوريتم 



8      2      4      9      3      6

2      8      4      9      3      6

2      4      8      9      3      6 

2      4      8      9      3      6 

2      3      4      8      9      6

2      3      4      6      8      9 done

مثالي از مرتب سازي درجي



بهترين حالت)Best Case: (
زماني است كه آرايه از قبل مرتب باشد .tj=1

 هزينه زماني مرتب سازي درجي در بهترين حالت، تابعي خطي و به صورتan+b مي باشد.

پيچيدگي زماني مرتب سازي درجي



بدترين حالت)Worst Case:(

زماني است كه آرايه از قبل به ترتيب عكس مرتب باشد.

 در اين صورت هر عنصرa[j]  بايد با تمامي عناصر مرتب شده در زير آرايهa[1..j-1] مقايسه شود.

 بنابراين برايj=2,3,…,n  داريمtj=j

 هزينه زماني مرتب سازي درجي در بدترين حالت، تابعي درجه دوم به صورتan2+bn+c مي باشد.

پيچيدگي زماني مرتب سازي درجي



متوسط حالت)Average Case(:

كرد فرض توان مي a[j] عناصر نصف از a[1..j-1] است كوچكتر

عنصر هر صورت اين در a[i] آرايه زير در شده مرتب عناصر نصف با بايد a[1..j-1] شود مقايسه.

براي بنابراين j=2,3,…,n داريم tj=j/2

صورت به دوم درجه تابعي حالت، بدترين در درجي سازي مرتب زماني هزينه an2+bn+c باشد مي.

باشد مي حالت بدترين همانند الگوريتم اين در متوسط حالت.

پيچيدگي زماني مرتب سازي درجي



كنيد محاسبه را ماتريس دو جمع الگوريتم اجراي زمان -كلاس در تمرين.

نمائيد مطالعه را سازي مرتب هاي الگوريتم.

تمرين

.كنيد تحليل را ها ماتريس ضرب الگوريتم اجراي زمان -1

 حالت بدترين در .كند پيدا را عنصري n ليست يك عنصر بزرگترين دومين كه بنويسيد الگوريتمي -2

؟است لازم مقايسه چند

selection(انتخابي سازي مرتب الگوريتم-3 sort( با آن جايگزيني و ليست از عنصر كوچكترين انتخاب با  

 روش اين تكرار و دوم عنصر با آن جايگزيني و عنصر كوچكترين دومين كردنپيدا سپس اول، عنصر

 حالت بدترين و حالت بهترين و بنويسيد را الگوريتم كد شبه .كند مي عمل ليست اول عنصر n-1 براي

.كنيد محاسبه را آن اجراي زمان

39

تمرين



)   نرخ رشد(مرتبه رشد

 مرتبه يا نرخ رشد  زمان اجراي الگوريتم:

وقتي مقدار ورودي)n ( بزرگ باشد، بيان دقيق زمان اجرا برحسبn   ضروري نيست زيرا

.جمله با بزرگترين درجه در زمان موثر است

40



شود مي تعيين آن زماني پيچيدگي تابع جمله بزرگترين با الگوريتم يك مرتبه.

به الگوريتم اجرايي مرتبه و پيچيدگي n از تابعي و است وابستهnبا آنرا و مي باشد 

T(n)مي دهيم نشان.

ازقبيل زماني پيچيدگي با هايي الگوريتم n ، 100n گويند مي خطي زماني هاي الگوريتم را.

 ،مجموعه كامل توابع پيچيدگي را كه با توابع درجه دوم محض قابل دسته بندي باشندθ(n²)   
.مي گويند

مجموعه عضو كه تابعي n²) ( θ ،مرتبه از باشد n2 است.

باشند، بندي دسته قابل محض سوم درجه توابع با كه پيچيدگي توابع از اي مجموعه n³) ( θ  
.شوند مي ناميده

پيچيدگي هاي گروه: 

41

)   نرخ رشد(مرتبه رشد



)   نرخ رشد(مرتبه رشد



)   نرخ رشد(مرتبه رشد



)asymptotic notation(مجانبينمادهاي 

براي توصيف زمان اجراي الگوريتم از نماد هاي مجانبي استفاده مي كنيم.

استفاده مي كنيممجانبي جهت مقايسه الگوريتم هاي مختلف با يكديگر از نمادهاي.

44

 ,   ,   ,   ,   θωΩoO



Big O)ُبزرگ يا:(

O (ƒ (n))   مجموعه اي از توابع پيچيدگيg(n)   است كه براي آن ها يك ثابت حقيقي

   N =>nوجود دارد به قسمي كه به ازاي همه ي  Nو يك عدد صحيح غير منفي  cمثبت 
:داريم

g (n) <= c × ƒ (n)

45

(Big O)ي بزرگ مرتبه  اُ



Big O)ُبزرگ يا:(
g (n) <= c × ƒ (n)

ُبر روي يك تابع قرار مي دهد)كران بالا(بزرگ يك حد بالاي مجانبي  يا.

ُي بزرگمعناي شهودي ا: g(n)  حداقل به خوبيf(n) مي باشد.

46

(Big O)ي بزرگ مرتبه  اُ



 به طور كليO(n2)  شامل تمام توابعي است كه رشدشان كمتر يا مساويn2  است.
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(Big O)ي بزرگ مرتبه  اُ



Ω يا امگاي بزرگ:

 براي يك تابع پيچيدگي مفروضƒ(n)  ،Ω (ƒ(n))   مجموعه اي از توابع پيچيدگيg (n)  است

وجود دارد طوري   Nو يك عدد صحيح غير منفي  cكه براي آن ها يك عدد ثابت حقيقي مثبت 

:داريم  N  => nكه به ازاي همه ي 

g (n) >=  c × ƒ (n)   

 اگرg(n) ԑ Ω(f(n))  مي گوئيمg(n)  از امگايf(n) مي باشد.

Ω بر روي يك تابع قرار مي دهد) كران پايين حدي(يك حد پائين مجانبي.

تعريف شهودي :g(n)  حداقل به بديf(n) است.
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  Ω (ƒ(n))مگاي بزرگ مرتبه اُ



 به طور كليΩ (n2)  شامل تمام توابعي است كه رشدشان بيشتريا مساويn2  است.
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  Ω (ƒ(n))مگاي بزرگ مرتبه اُ



مفروض پيچيدگي تابع يك براي ƒ(n)، داريم:

       θ (ƒ(n)) = O (ƒ(n)) ∩ Ω (ƒ(n))

  يعني θ(ƒ(n)) پيچيدگي توابع از اي مجموعه g (n) حقيقي هاي ثابت ها آن براي كه است  

:كه طوري دارد وجود N منفي غير صحيح عدد و d و c مثبت

c × ƒ (n) <= g(n) <= d × ƒ(n)

تابع را از بالا و پايين محدود مي كند.
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 Θ(f(n))مرتبه    
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 Θ(f(n))مرتبه    



ايُ كوچك:  (Small o) o(f(n))  

كليه ازمجموعه است عبارت “كوچك o(ƒ(n)) “o مفروض، ƒ(n) پيچيدگي تابع يك براي

  منفي غير صحيح عدد ،يك c مثبت حقيقي ثابت هر ازاي به كه است g(n)پيچيدگي توابع

N ازاي به كه قسمي به دارد وجود N  => n داريم:  

    g (n) < c × ƒ (n)

كوچك اُمگاي (Small ω) : ω(f(n))

توابع  كليه  مجموعهازاست عبارت ω(f(n)) مفروض، ƒ(n) پيچيدگي تابع يك براي

  منفي غير صحيح عدد يك ،c مثبت حقيقي ثابت هر ازاي به كه است g(n) پيچيدگي 

N ازاي به كه طوري دارد وجود N  =>n داريم: 

     c × ƒ (n)<g (n)
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 o(f(n))ي كوچك ‘ا



 n ∈ o(n2)

cفرض مي كنيم  nبيايم كه براي هر  nبايد يك . است 0 < ≥ N داشته باشيم:

n ≤ cn2  ⇒ 1/c ≤ n

Nبنابراين كافي است كه هر  ≥ 1/c مثلا اگر . را انتخاب كنيمc = 0.01  باشد، بايد

N باشد 100بزرگتر مساوي.

 n ∉ o(5n) (proof by contradiction)

cفرض مي كنيم  nاگر . باشد 1/6 = ∈ o(5n)  باشد، آنگاه بايد يكNوجود داشته باشد 

≤ nكه براي هر  N داشته باشيم:        n ≤ (1/6)5n = (5/6)n 

n و اين تناقض ثابت مي كند كه  ∉ o(5n)

 o(f(n))ي كوچك ‘ا



مقايسه نمادهاي مجانبي

 مي توان آنها را به صورت زير با عملگر هاي مقايسه اي  براي درك سريع نمادهاي پيچيدگي

 :هم ارز دانست

54

)()())(()(
)()())(()(
)()())(()(
)()())(()(
)()())(()(

nfngnfng
nfngnfong
nfngnfng
nfngnfng
nfngnfOng

>→∈
<→∈
=→∈
≥→Ω∈
≤→∈

ω

θ



55

مقايسه نمادهاي مجانبي



عبارات زير همگي درست هستند.
56

مقايسه نمادهاي مجانبي
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خصوصيات مرتبه

 g(n) ∈ O(f(n)) ⇔ f(n) ∈ Ω(g(n))

 g(n) ∈ Θ(f(n)) ⇔ f(n) ∈ Θ(g(n))

 اگرa bو  1 < ∋ logan، آنگاه  1< Θ(logbn) 

)يعني تمامي توابع لگاريتمي در يك دسته پيچيدگي قرار مي گيرند(    

 اگرb > a an، آنگاه 0 < ∈ o(bn) )يعني توابع نمايي در يك دسته پيچيدگي قرار ندارند(

 براي هرa > 0 داريم ،an ∈ o(n!)  )  يعنيn! از هر تابع نمايي بدتر است(
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ترتيب زير را از دسته هاي پيچيدگي مختلف در نظر بگيريد:

Θ(1), Θ(lgn), Θ(n), Θ(nlgn), Θ(n2), Θ(nj), Θ(nk), Θ(an), Θ(bn), Θ(n!), Θ(nn)  

kكه در آن  > j bو  2 < > a > 1   .

 اگرg(n)  در يك دسته پيچيدگي واقع در سمت چپ دسته پيچيدگيf(n)  باشد، آنگاه

g(n) ∈ o(f(n)) .

 اگرc ≥ 0 ،d > 0 ،g(n) ∈ O(f(n))  وh(n)∈Θ(f(n))  آنگاه:

c × g(n) + d × h(n) ∈ Θ (f(n))

خصوصيات مرتبه
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استفاده از خصوصيات مرتبه  

3ويژگي ( .تمام توابع لگاريتمي در يك دسته پيچيدگي قرار مي گيرند(

Θ(log4 n) = Θ(lg n)

 هر تابع لگاريتمي در نهايت بهتر از هر تابع چند جمله اي، هر تابع چند جمله اي در نهايت بهتر

.مي باشداز هر تابع نمايي و هر تابع نمايي در نهايت بهتر از هر تابع فاكتوريل 

lg n ∈ o(n)         n10 ∈ o(2n)       2n ∈ o(n!)  

با اعمال دو ويژگي آخر به طور مكرر داريم:

5n + 3lg n + 10n lg n + 7n2 ∈ Θ(n2)

.يعني در تعيين مرتبه، همواره اجازه حذف جملاتي از مرتبه پايين را داريم
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:و يا به صورت زير 

استفاده از حد براي تعيين مرتبه زماني



ترتيب رشد توابع
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به سمت بينهايت ميل  nبيشتر است در صورتي كه  اگر  g(n)از  f(n)گوئيم رشد تابع 
.زودتر به بينهايت ميل كند f(n)آنگاه كند



مثال

 85دولتي –علوم كامپيوتر (در رشد توابع زير كدام ترتيب صحيح مي باشد؟(
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)82دولتي–علوم كامپيوتر (كدام عبارت صحيح است؟ 
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.باشد صحيح مي 1گزينه بنابراين 

مثال



)81آزاد–مهندسي كامپيوتر (كدام يك از روابط ذيل درست است؟ 

:هاي فوق عبارتند از  مقايسه هاي  صحيح گزينه  :جواب

.  باشد صحيح مي 1گزينه  بنابراين

مثال



توابع زير را از نظر مرتبه رشد مرتب كنيد.
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تمرين در كلاس



 ،)symmetry(تقارن ،)reflexivity(بازتابي خصوصيات نظر از را مجانبي نمادهاي-4

transpose(      تقارني ترانهاده و )transitivity(تعدي symmetry( كنيد بررسي.

كنيد؟ ثابت را زير موارد نمادها تعريف از استفاده با -5

log(n))الف = O(n)     6 )بn2+20n = Θ(n2)

2n  )ج = Ω(5logn)       
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تمرين



اجرا زمان مقايسه -6

  كه را n اندازه بزرگترين زير، جدول در شده داده اجراي زمان و f(n)توابع از كدام هر براي

  مساله حل براي الگوريتم كنيد فرض .كنيد مشخص را شود حل t زمان در تواند مي مساله

.برد مي زمان ميكروثانيه f(n) اندازه به
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تمرين



 n ارايه يك 64nlogn در ادغام سازي مرتب و 8n2 در درجي سازي مرتب كنيد فرض-7

.است سريعتر درجي سازي مرتب n از مقاديري چه براي .كند مي مرتب را عنصري

 100n2 زمانش كه الگوريتمي آن ازاي به كه آوريد دست به را n مقدار كوچكترين-8

.است سريعتر باشد مي است 2n زمانش كه الگوريتمي از است

 را S عنصري n آرايه يك و x عدد يك كه دهيد ارائه Θ(nlogn) مرتبه الگوريتم يك-9

.شود S جمعشان كه دارند وجود S از عنصري دو هيچ ايا كند مشخص و كند دريافت

69

تمرين



عنصري  را در بهترين حالت، حالت   nزمان اجراي الگوريتم هاي مرتب سازي يك آرايه -10
.متوسط و بدترين حالت در يك جدول بنويسيد
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heap quick merge Bubble selection Insertion روش مرتب  
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